MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS DE EL SALVADOR
UNIDAD DE INVESTIGACION Y DESARROLLO VIAL

Distribucion de rotaciones - Un nuevo método para el analisis de marcos
de varios pisos.

Jorge A. Rodriguez Deras, M.Sc., !
Director
Centro de Investigaciones Geotécnicas

! Labor6 en el Centro de Investigaciones Geotécnicas (CIG) del Ministerio de Obras
Publicas hasta el mes de febrero de 2001.

Resumen.

El andlisis de marcos de varios pisos requiere la manipulacion de un elevado nimero de
variables por tratarse de estructuras altamente hiperestaticas. En la literatura técnica se
suelen encontrar diferentes procedimientos para efectuar dicho analisis, de los cuales los
métodos de aproximaciones sucesivas gozan de gran popularidad en el caso de utilizarse un
procedimiento manual para resolver las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad. Sin
embargo, con la accesibilidad a computadoras digitales, los procedimientos matriciales
reducen la carga operacional al analista de estructuras aunque normalmente requieren la
utilizacion de programas mas o menos sofisticados y el empleo de computadoras con
elevada capacidad de memoria.

Entre las ventajas que ofrece el procedimiento que se presenta a continuacion --
desarrollado por quien aqui escribe -- sobre los métodos de aproximaciones sucesivas como
los de Cross, Kani 0 Takabeya, se puede destacar que este método requiere solamente una
iteracién por nudo -- exterior o interior -- en lugar de cuatro iteraciones por nudo interior,
como por ejemplo en el Método de Kani.

La determinacién del desplazamiento lateral relativo de un piso requiere -- con el Método
de Kani -- efectuar iteraciones para cada columna, no asi con el método que se presenta y
que Unicamente requiere una iteracién por piso, independientemente de la cantidad de
columnas que posea el piso en cuestion.

Este método también se puede aplicar al analisis marcos con estructuracién irregular,
acoplados a muros (se incluye la deformacion por cortante en el muro), con miembros
diagonales (se incluye la deformacion por carga axial en las diagonales), y también a
marcos con miembros de seccidn variable entre los nudos - ya sean vigas o columnas
(cartelas simétricas o asimétricas); aplicaciones por demas interesantes y Utiles, y que
ademas no son normalmente cubiertas por otros métodos de solucion manual.



Las ecuaciones que se obtienen y constituyen la Ecuacién de Nudo y la Ecuacion de Piso,
sugieren de una manera clara y directa el proceso iterativo que ha sido disefiado para
resolverlas.

Miembros de Seccion Constante y Columnas de Igual Altura en Cada Piso.
Los marcos estructurales rara vez se encuentran apoyados de tal manera que sus nudos no
sufran desplazamientos y en particular desplazamientos laterales.

El desplazamiento lateral de un marco puede ocurrir por varias causas, entre las que se
puede mencionar la aplicacion de cargas laterales -- sismo o viento -- y aun bajo cargas
gravitacionales tales como el peso propio y la carga viva; este tipo de desplazamiento puede
ocurrir debido a la asimetria de las cargas verticales, asimetria geométrica del marco en si,
o0 asimetria de rigideces de los miembros del marco.

Utilizando como punto de partida las ecuaciones Pendiente-Deflexion en su forma general,
y en las que ademas se incluye el efecto del desplazamiento horizontal relativo que ocurre
entre los extremos de cada columna ij, se tiene para las columnas,

g = Bag¥ag o Boaflan Vij@?(l)

y para las vigas,

Mij = D{ijeij + |53'.1".63'.1". + Mnij (2)

Se puede demostrar que para miembros rectilineos de seccion constante o variable,

Yos 7% T P )

en las que ademas se ha definido,

(Dij - Ei_TJIIr Lij (4)

Analizando ahora un nudo cualquiera al que llegan vigas y columnas se tiene, aplicando las
expresiones (1) y (2), y observando que para que el nudo i se encuentre en equilibrio se
requiere entonces que,

e:‘. = FN;‘ [Bjieji - E\"'ri_?":plzz':l * RIN;‘ (5)
en la que se ha utilizado como Factor de Nudo i,

Frf = -1
f f"ED{ij ©)

Rotacion Inicial de Nudo i,
RIN, = -zM /5o
I I D{:._? (7)

0 lo que es lo mismo,
RIN, = FW.BM
I I oI F (8)

Como puede notarse, una vez que se tengan aproximaciones para la rotacion del nudo j y la
rotacion del piso para los diferentes miembros que concurren en el nudo i, se podré contar



entonces con aproximaciones para la rotacion del nudo i, por lo que se necesita una
expresion para estimar valores de la rotacion del piso p.

Considerando ahora el equilibrio de un piso sometido a un cortante total Vp, se tiene, al
considerar los momentos y cortantes que se generan en los extremos de cada columna del
piso, la expresién que determina el cortante en cada extremo de cada columna y que se
puede escribir,

H =[8, (o + /. ) +8 (o + B 1 - EVij-:pij]fL_.

=5] I £5] E5y ies cfES i3 £5]

por lo que al sumar los cortantes de todas las columnas del piso p, y considerando el
equilibrio del piso, asi como también la siguiente propiedad de las ecuaciones Pendiente
Deflexion,

P " P ()

se puede entonces escribir la ecuacion de piso en forma compacta,

q:'zz' - FPP[EVijI:eij * eji:l +RIPP (10)

que permite determinar la rotacion de piso en funcién d las rotaciones de nudo, superior e
inferior de cada columna del piso en cuestion, y en la que ademas se han definido las
constantes siguientes:

Factor de piso, para el piso p con columnas de igual altura,
FP_ = 1/2®mvy,
e Tes(11)

Rotacion inicial de piso, para el piso p con columnas de igual altura,
RIP_ = V_L /2%y . (12)

0 lo que es lo mismo,
RIFP = FP_(V_L) (13)

Del desarrollo anterior se puede concluir que el analisis de un marco con desplazamiento
lateral no restringido, puede efectuarse estimando rotaciones para sus nudos y calculando
con las mismas las rotaciones de cada piso con la expresion (10), para luego estimar nuevas
aproximaciones para las rotaciones en i de cada nudo, con la ayuda de la expresion (5).

A continuacion se indicaran los pasos a seguir para el analisis manual de un marco de
varios pisos, para pisos con columnas de igual altura en cada piso, utilizando tales
expresiones.

Célculos Iniciales.

1. Momentos de empotramiento = =47 ¥ %34 en cada extremo de los miembros,

FIV,

2. Factores de Nudo ~~ # que se anotaran en los nudos del marco.

3. Factores de Piso = que se registraran a cada lado de cada piso.



4. Rotaciones Iniciales de Nudo 2,
. .. . RITFE
5. Rotaciones Iniciales de Piso P

Calculos de Procedimiento.

1. Como primera aproximacion para la rotacién de un piso %= témese la rotacion
... . RIF
inicial del piso P,

2. Como primera aproximacion para la rotacion de un nudo "#, témese la rotacion

inicial del nudo .

Es importante destacar que en las expresiones Pendiente-Deflexion para miembros

17 -z [+ i .
rectilineos de seccion constante —## = 4EIl/L;y Pis = 2EI/L;;, por lo que si se conocen las

rigideces relativas de los miembros ki, y estas podrian utilizarse, por lo que entonces

o, = 2K
g ijis

Ejercicio lustrativo 1.

A continuacion se resolvera el marco que se muestra en la Figura 1 tomado de la Referencia
3.

En este ejemplo se ha seguido un estricto orden de calculo desde el nudo 1 hasta el nudo
11, con el objeto de que quien lo desee pueda seguir sin dificultad las operaciones
efectuadas.

Las rotaciones de cada piso se calcularon después de determinar las rotaciones de los nudos
de la primera iteracion.

El célculo de cada iteracion para la rotacion del nudo 1, se efectla entonces con la
expresion (5),
&, = FN (2B 8., - v, &) + RIN

y que de manera desarrollada se escribe,
&, = FN (B o, + B 9, - v,®,) + RIN

1 1lz 21 14 41

El calculo de cada iteracion de la Rotacion de Piso 3 se efectta con (10),

©, = FP [By, (8, .+ 6_ 1]+ RIP,

y que de manera desarrollada se escribe,



{DE = FPE [Vél I:614 + e4l:| + VSEI:GES + GSEII * VEEI:GEE * GEEII] + RIPE

en la que para la primera iteracion se pueden usar las Rotaciones Iniciales de Nudo
correspondientes.

Asi por ejemplo, para la primera iteracion de Rotacion de Piso del ultimo piso,

P, = +D.ELEEx[(+0.21+0 .20 x0 .3+ (+2.01+1.03)x0.3

2

+1-5.44+0 .24 x0.32]1+0.00
—= -0.291"

y para la segunda iteracion del nudo 1,

o= -0 2125 x[(+2.01x1 . 5+0.20x0 . 1-(-0.2917=x0.3)] + 0.75

1
— = -0.Z23

y asi sucesivamente.
En la Figura 2 se muestra el proceso completo de los célculos efectuados.

Los momentos finales pueden entonces ser calculados, para el nudo 1 con las ecuaciones
(2) y (1) respectivamente,

}%2: 2z]1 5z (-0.41)+1.5x2_40-2 .40
— = -0.03 ton-mt
Moo= 2x0.1zx(-0.417+0_1x0_19-({-0.43)1x=0_3

— = +0.07 ton-mt.

y asi sucesivamente para los demas miembros.

A continuacién se procedera a la determinacion de los desplazamientos laterales de los tres
pisos, lo que proporcionara informacion adicional sobre el comportamiento del marco
analizado.



Para efectuar lo anterior es conveniente recordar que los momentos de empotramiento y las
rotaciones iniciales de piso fueron calculados utilizando toneladas y metros en las unidades.
También debe considerarse que,

®, = @, =5, L,

F Tz

& =g L

i3 P iF

por lo que considerando que las rigideces Fji que se emplearon fueron n/Lj; (en donde n es
una constante proporcional a las rigideces reales del miembro e I, es el momento de inercia
base que se ha considerado) en lugar de 2El,n/L;;, las rotaciones obtenidas son 2El, veces
las reales, por lo que,

= JR2ET
q}paala o (14)

I:Dpz'cal
Deberd notarse ademas que los desplazamientos determinados son desplazamientos
relativos de piso a piso.

Columnas Articuladas en la Base.

De manera similar a lo que ocurre con los métodos de Kani o Takabeya, la rapidez de
convergencia del proceso iterativo, depende en gran medida de la relacion de rigideces
entre las vigas y columnas. Asi por ejemplo, cuando se tienen columnas muy rigidas con
respecto a las vigas, la convergencia se torna mas lenta por lo que se requiere efectuar un
mayor namero de ciclos de célculo.

Otro de los casos de convergencia lenta lo constituye el marco con columnas articuladas en
la base.

En tal situacion se hace posible acelerar el proceso iterativo y al mismo tiempo reducir la
cantidad de nudos en donde se requiere efectuar iteraciones, lo que se logra con el empleo
de un artificio analitico, como se ilustrara a continuacion.

Se puede demostrar facilmente que una columna articulada puede ser sustituida por una
columna hipotética (de seccion constante o variable) que posea las siguientes
caracteristicas:

constante alfa modificada,



I3 i3 Ji I3
L
() =0
B* ..
(v, 0 = v, B, - —=
\rrl_?:l V-T-_? EIJG o
(15

Lo anterior permite utilizar un artificio con el objeto de evitar tener que efectuar la iteracion
en la articulacion de una columna.

(e, ) = 3ET/L .
i3 i3
L
(B ) =0
L
(v, )" = 3EL/L |

(16)

Conclusiones.
Como se ha observado, el método que se ha disefiado posee las siguientes caracteristicas:

. Es un método exacto

. De aproximaciones sucesivas

. Autocorrectivo

. De rapida convergencia.

. Permite comprender claramente el fendmeno fisico.

. El procedimiento numeérico es facil de recordar.

. Se requieren efectuar muy pocas operaciones en la hoja de calculo.
. Unicamente se requiere efectuar una iteracion por nudo.

. Unicamente se requiere efectuar una iteracion por piso.

OCoOoO~NOoO UL WN -

Aungue en este trabajo no se incluyen otros casos por demas interesantes y Utiles, en la
Referencia 1 se presenta la aplicacion del método a marcos con miembros de seccion
variable, miembros con diagonales y se resuelve el problema interaccion marco-muro, entre
otros. En el segundo caso indicado se incluye la deformacién por carga axial, y en el tercero
la deformacion por cortante. Se incluye asimismo un desarrollo matricial que no requiere la
inversion de matrices, 1o que hace que este método sea mas rapido y mas eficiente en el uso
de memoria de maquina, que los métodos matriciales tradicionales.
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